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Abstrak:

Perhitungan Integral lipat suatu fungsi kontinu dengan dua variabel, z=f(x,y),
merupakan permasalahan deterministik yang dapat diselesaikan dengan metode
determisitik maupun metode stokastik. Metode Monte Carlo merupakan salah satu
metode stokastik yang dapat digunakan untuk menyelesaikan permasalahan
deterministik seperti perhitungan integral lipat. Metode Monte Carlo bekerja
dengan menggunakan sejumlah besar bilangan random untuk mendapatkan
pendekatan penyelesaian.

Dalam tulisan ini dibahas mengenai pendekatan Metode Monte Carlo untuk
penyelesaian perhitungan integral lipat dengan menggunakan pendekatan
perhitungan volume prisma di bawah kurva. Perhitungan integral lipat fungsi
sebarang z=f(x,y) atas daerah R:asx < b, ¢ < y < d didekati dengan perhitungan
integral lipat fungsi f + dan fungsi f-, yaitu fungsi-fungsi non negatif bagian dari
fungsi f.

Dari hasil program simulasi Monte Carlo yang dibuat dilakukan percobaan untuk
menghitung integral lipat beberapa fungsi dua variabel, z=f(x,y). hasil percobaan
disimpulkan bahwa metode Monte Carlo memberikan hasil yang mendekati nilai

yang sebenarnya (hasil analitis) untuk jumlah titik random di atas 1000.

Kata kunci: Integral Lipat, Simulasi, Metode Monte Carlo.

1. Pendahuluan

Integral merupakan topik dalam kalkulus yang banyak diaplikasikan pada matematika
maupun pada bidang-bidang lainnya terutama untuk pengembangan ilmu fisika maupun teknik.
Perhitungan integral tentu fungsi kontinu pada selang tertutup termasuk dalam permasalahan
deterministik. Model-model deterministik telah banyak dikembangkan untuk menyelesaikan
permasalahan perhitungan integral tentu fungsi kontinu pada selang tertutup. Beberapa model
tersebut antara lain adalah: Metode Romberg, Metode Trapesium, Metode Persegi Panjang dan
metode — metode yang lain. Metode-metode tersebut termasuk dalam algoritma komputasional
yang menggunakan proses deterministik karena menghasilkan keluaran yang pasti (bahkan

bisa juga sama), setiap kali proses perhitungan dijalankan. Perhitungan integral yang termasuk
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permasalahan deterministik dapat juga diselesaikan dengan menggunakan pendekatan
stokastik, salah satunya dengan menggunakan Metode Monte Carlo.

Metode Monte Carlo (atau Percobaan Monte Carlo) merupakan salah satu kelas dalam
algoritma komputasional yang menggunakan pengambilan sampel secara random untuk
menghasilkan penyelesaian permasalahan. Metode Monte Carlo termasuk dalam model
stokastik karena dikerjakan dengan menggunakan bilangan-bilangan random dan statistik
probabilitas untuk menyelesaikan permasalahan-permasalahan. Metode Monte Carlo dapat
juga digunakan untuk menyelesaiakan permasalahan-permasalahan pada bidang ekonomi,
fisika, matematika maupun bidang-bidang yang lain.

Dalam tulisan ini disampaikan hasil pembuatan program simulasi Monte Carlo untuk
menghitung integral lipat dua fungsi z=f(x,y) atas persegi panjang R. Di dalam program Simulasi
Monte Carlo yang dibuat dapat ditentukan berapa banyak bilangan random yang akan
digunakan dalam satu percobaan. Rata-rata dari setiap percobaan yang dilakukan dapat
memberikan pendekatan hasil penyelesaian dari permasalahan. Ketepatan penyelesaian dapat
dilakukan dengan memperbanyak jumlah bilangan random yang digunakan atau pun
memperbanyak jumlah percobaan. Untuk melihat kinerja dari program simulasi yang dibuat,

maka dilakukan pengujian program terhadap perhitungan integral lipat untuk beberapa fungsi.

2. Perhitungan Integral Lipat Dua menggunakan Perhitungan Volume

Dalam tulisan ini integral lipat dua dari fungsi non negatif z=f(x,y) atas daerah R
dinyatakan sebagai volume di bawah kurva z=f(x,y) atas daerah R seperti dinyatakan dalam

Definisi 1.
Definisi 1: (Finey Rose, 2000)

Diberikan fungsi kontinu z=f(x,y) = 0. Integral lipat fungsi f atas daerah R:asx < b, c <y <d
dapat dinyatakan sebagai volume prisma dengan bagian bawah dibatasi oleh R dan bagian
atas dibatasi oleh kurva z=f(x,y), seperti dalam Gambar 1. Volume tersebut dapat didefinisikan

sebagai

n—o

n b d
Volume = lim»" f(c, JAx, = [ [ f(x,y)dydx.
k=1

X=a y=C

Dengan kata lain perhitungan integral lipat fungsi kontinu non negatif dapat dilakukan dengan

menghitung voluem prisma di bawah kurva atas daerah yang diberikan.

Selanjutnya, untuk menghitung integral lipat suatu fungsi kontinu, yang tidak harus non negatif,

digunakan dua bagian fungsi dari f, yaitu fungsi f* dan fungsi f .
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Definisi 2: (Royden, 1989)

Diberikan fungsi kontinu f. Bagian positif f* dari sebuah fungsi f adalah fungsi

co_[fO0.jika £(x)20
{O,jika f(x)<0

Bagian negatif f~ dari sebuah fungsi f adalah fungsi

[~ f(x),jika f(x) <0
_{O,jikaf(x)>0 '

Jelas bahwa f* dan f~ merupakan fungsi-fungsi non negatif. Jika f kontinu, maka demikian juga
f* dan f~ kontinu. Diperoleh untuk setiap fungsi f berlaku:

F=f" -1

Dengan menggunakan dua bagian fungsi f ini, diperoleh juga bahwa suatu fungsi f dikatakan

terintegral atas daerah R jika f* dan f~ keduanya terintegral atas daerah R, dan berlaku:

”f(x,y)dx=”f+(x, y)dx—”f‘(x, y)dx

R

Jadi untuk menghitung integral lipat dua dari fungsi kontinu f dapat dilakukan dengan

menghitung selisih antara volume di bawah kurva f* dengan volume di bawah kurva f".

3. Metode Monte Carlo untuk Menghitung Volume di bawah kurva.

Misalkan diberikan fungsi kontinu non negatif z=f(x,y) yang memenuhi f(x,y) < M pada daerah
R:asx < b, ¢ £ y < d, dengan M suatu konstanta yang merupakan batas atas fungsi f, seperti

diberikan dalam Gambar 1.
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Titik-titik di
atas kurva
(Pi anggota B)

Kurva fungsi
z=f(x,y)

Titik-titik di
bawah kurva
(P; anggota A)

Gambar 1. llustrasi Volume di bawah kurva

Perhitungan volume di bawah kurva z=f(x,y) atas persegi panjang R dapat dilakukan dengan

metode Monte Carlo berikut ini.

Dilakukan pengambilan titik-titik secara acak Pi(x;y;z;) pada daerah prisma dengan alas
R dan batas atas M. Dilakukan pengujian terhadap titik P, apakah berada di bawah kurva
z=f(x,y), yaitu apakah berlaku z; < f(x,y;). Jika jawabannya ya, maka titik P; dimasukkan dalam
himpunan A, yaitu himpunan titik-titik yang berada di bawah kurva. Jika jawabannya tidak, maka
titik P; dimasukkan ke dalam himpunan B, yaitu himpunan titik-titik yang berada di atas kurva.
Volume di bawah kurva z= f(x,y) atas daerah R dapat dihitung dengan menggunakan rumus
berikut:

Volume Al _jumlah titik di bawah kurva atal
VolumePrisma |AUB|  jumlah titik acak yang diambil ’

jumlah titik di bawah kurva
jumlah titik acak yang diambil

B ( jumlah titik di bawah kurva

j x Volume Prisma

Volume yang dicari =

M x(b-a)x(d-c
jumlahtitikacakyangdiambile( x(b-a)x(d-c))

Dengan melakukan modifikasi terhadap metode perhitungan volume di bawah kurva non
negatif atas daerah R akan dibuat suatu algoritma untuk menghitung volume daerah yang
dibatasi oleh kurva z=f(x,y) (tidak harus non negatif) atas daerah R yang dapat digunakan untuk
menghitung integral lipat atas daerah R.
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4. Implementasi dan Pembahasan

Algoritma berikut ini memberikan urutan perhitungan yang dibutuhkan untuk pembuatan
program Simulasi Monte Carlo untuk perhitungan integral lipat dua fungsi z=f(x,y) atas daerah

persegi panjang R: asx<b,c<y<d.
Input: - banyaknya bilangan random yang akan dibangkitkan = n

- fungsi kontinu z=f(x,y) yang akan dihitung

- daerah persegi panjang R:asx<b,csy=<d

- batas atas fungsi z=f(x,y), yaitu zMaks.

- batas bawah fungsi z=f(x,y), yaitu zZMin.
Output: Nilai integral lipat dua fungsi z=f(x,y) atas daerah R: asx < b, c <y <d.
Proses:
Langkah 1: Inisialisasi counter, yaitu: zPosIln=zPosIn=0;
Langkah 2: untuk i=1, 2, 3, ........ , n, kerjakan langkah 3 sampai dengan 5.
Langkah 3: bangkitkan bilangan random x;, dan y; yang memenuhi a<x; < b, c < y; < d.
Langkah 4: hitung nilai z=f(x;y,).
Langkah 5:jika z>=0,maka kerjakan langkah 5.1, jika tidak kerjakan langkah 5.2.

Langkah 5.1: Bangkitkan bilangan random z di dalam selang [0, zMaks]. Jika nilai z < z;, maka
tambahkan counter zPosIn dengan satu, jika tidak, maka biarkan counter zPosIn

tetap apa adanya.

Langkah 5.2: Bangkitkan bilangan random z di dalam selang [zMin,0]. Jika nilai z>=zi, maka
tambahkan counter zNegln dengan satu, jika tidak, maka biarkan counter zNeglIn

tetap apa adanya.
Langkah 6: hitung fPos= zMaks x (b — a) x (d — ¢) x zPoslIn/n, dan
fNeg= (-1) x zMin x (b —a) x (d — c¢) x zNegln/n.
Langkah 7: hitung integral lipat dua: Hasil = fPos — fNeg
Langkah 9: Output: hasil integral lipat dua fungsi z=f(x,y) atas R adalah Hasil.

STOP.
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Keterangan variabel yang digunakan:

zPoslIn: counter untuk menghitung titik-titik yang berada di bawah kurva f*

- zNegln: counter untuk menghitung titik-titik yang berada di bawah kurva f~

fPos: Nilai integral lipat fungsi f *

fNeg: Nilai integral lipat fungsi f~

Hasil implementasi program simulasi monte carlo diberikan dalam Gambar 2.

Fungsi =
o |
y= 0l o=
Znin= u Zmaks= m

Fungsi=
o= =

Fungsi=
L

oIl =l
G ST |
Znmin= m Zmaks= m

n=

Zmin= Zmaks= m
1

n=

Hasil=  5.00001600
10.66591200

0.38840000

Gambar 2. Contoh program simulasi

Perbandingan antara perhitungan secara analitis dengan hasil percobaan penggunaan

program simulasi Monte Carlo (yang dibuat dengan menggunakan ActionScript 3.0) terhadap

beberapa fungsi kontinu z=f(x,y) diberikan dalam Tabel 1.

Tabel 1. Tabel hasil percobaan.

Hasil percobaan dengan jumlah bilangan random
Hasil
No | Kasus (@)
analitis
10 100 1000 10000
1 3 2
[ [ y)dydx 6| 6048| 60744 598392 6,00072
x=0y=0
2 2 4
[ [2=y)dydx o| o0128| -03168| -00672| -0,028128
x=-2y=0
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3 2 1
XJO yj 0(4 — Xy )dydx 5| 5072| 49648 49848 | 5000016
4 4 3
XIO yj 0(4 ~ X y)dyd 6| 5892| 62502| 59574| 6019908
5 2 1
jj(s—xzy)dydx 1066667 | 10,728 | 10,7196 | 1068168 | 10,665912
x=0 y=0
6 0 1
2 185644560
J I(6 X"y Jydx 1866667 | 18472 | 18,448 | 1855776
x=-2 y=0 O
7 2 1
jj(x2y5)dydx 0,388889 | 0,372 0,382 | 0,39516 0,3884
x=1y=0

Catatan: Setiap soal nomor dilakukan percobaan simulasi 100 kali dengan diambil rata-ratanya.

Dari Tabel 1, diperoleh bahwa semakin banyak titik random yang digunakan, yaitu sebanyak
1000 ke atas, maka hasil program simulasi cenderung semakin mendekati nilai yang

sebenarnya (hasil analitis).

5. Penutup

Berdasarkan hasil implementasi program dan percobaan seperti dalam Tabel 1, maka
metode Monte Carlo dapat digunakan untuk menghitung nilai integral lipat dua fungsi dua
variabel atas daerah persegi panjang. Semakin banyak titik random yang digunakan, hasil
program simulasi cenderung semakin mendekati nilai yang sebenarnya. Dapat disimpulkan
bahwa nilai yang diperoleh dari simulasi program ini sudah mendekati nilai yang sebenarnya.
Selanjutnya bisa dilakukan penelitian penggunaan metode monte carlo untuk menghitung
integral lipat atas daerah non persegi panjang. Dapat juga dicoba untuk penghitungan integral

polar pada fungsi polar.
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